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基于 BDF2-AB2的钢铸件凝固
多物理场耦合模拟方法
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摘要：钢铸件凝固过程数值模拟对于缺陷预测与工艺优化具有重要意义，但其强非线性特性对算法稳定性与计

算效率提出了严峻挑战。为此，本研究提出一种基于BDF2-AB2混合时间积分格式的多物理场耦合求解方法，

详细介绍了数学模型建立及数值离散方法，并将其与经典显式欧拉法进行了对比。结果表明，在相同网格规模

下，BDF2-AB2方法的单步计算成本与显式欧拉法相当，且在稳定性方面具有显著优势。显式欧拉法在时间步

长增至0.000 5 s时发生数值失稳，而BDF2-AB2格式在步长达到0.01 s时才发生数值失稳，其稳定步长上限约为

显式欧拉法的20倍。在工程算例中，BDF2-AB2方法能够准确模拟三维铸锭的凝固过程及宏观偏析行为，可为

铸件凝固过程的高效、高精度数值模拟提供有效的计算手段。 
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Abstract：Numerical simulation of the solidification process of steel castings plays a crucial role in defect prediction 
and process optimization. However, the strong nonlinearity of the governing equations poses significant challenges to 
the stability and efficiency of numerical algorithms. This study proposes a multiphysics coupled solution method based 
on the BDF2-AB2 hybrid time integration scheme, provides a detailed introduction to the establishment of mathematical 
models and numerical discretization methods, and compares it with the classical explicit Euler method. The results show 
that, under comparable mesh resolutions, the computational cost per time step of BDF2-AB2 method is similar to that of 
the explicit Euler method, and exhibits a significant advantage in numerical stability. The explicit Euler method becomes 
unstable when the time step increases to 0.000 5 s, while the BDF2-AB2 scheme shows numerical stability until the 
time step reaches 0.01 s, with a maximum stable time step approximately 20 times larger than that of the explicit Euler 
method. In engineering applications, the proposed BDF2-AB2 method can successfully capture the solidification process 
and macro segregation behavior of three-dimensional steel ingots, and provide an efficient and reliable computational 
framework for high-fidelity numerical simulation of casting solidification processes.
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表1　两相模型中的守恒方程、源项和交换项以及辅助关系
Tab. 1 Conservation equations，source and exchange terms 

and auxiliary equations in the two-phase model

方程名称

Mass 

Momentum

Enthalpy 

Species

Drag

Buoyancy

Latent heat

Permeability

Mixture conc.
Partition

Eq. solid frac.

Relaxation

编号 

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)
(11)

(12)

(13)

数学公式

钢铁材料作为现代工业的基石，其成形工艺的优

化与控制至关重要[1]。铸造是获得复杂形状金属构件的

主要方法之一，尤其是大型钢铸件的生产，如重型机

床底座、水电轮机转轮和大型船用柴油机缸体等。然

而，铸件凝固过程中，金属由液态向固态转变伴随着

体积收缩与潜热释放，因此极易产生缩孔、缩松及宏

观偏析等内部缺陷[2]，严重损害构件的力学性能和使用

寿命。

由于钢铸件凝固过程通常发生在高温、封闭且不

可视的环境中，试验手段难以对内部温度场、流动场

及溶质分布进行实时测量与精确表征[3]，这限制了对凝

固机理的深入研究[4]。近年来数值模拟方法凭借其可控

性强、信息获取全面等优势，成为解决凝固过程问题

的核心工具[5]。它通过求解基于凝固过程的控制方程，

再现铸件与铸型系统中温度场随时间的变化，进而预

测可能产生缺陷的区域[6]。数值模拟结果的可靠性直接

决定了其指导工艺优化的价值。

凝固过程的控制方程，本质上是一个强非线性的

瞬态热传导问题[7]。这种非线性特性对数值求解算法提

出了严峻考验。目前，在众多商业铸造模拟软件及自

研代码中，显式时间推进格式，特别是显式欧拉法，

因格式简单、无需迭代求解和易于编程实现而被广泛

应用[8]。但显式欧拉法是一种条件稳定的算法，其稳定

性受制于CFL（Courant-Friedrichs-Lewy）条件[9]：

Δt≤C 　　　　　　（1）

式中：Δx为时间步长，Δt为空间步长，α为热扩散

率；C为常数。

这在大规模精细计算中会导致计算效率极低。因

此，发展无条件稳定的隐式或半隐式算法是突破这一

瓶颈的关键。

在众多时间离散方法中，后向差分公式（Backward 
Differentiation Formula，BDF）系列[10]，特别是二阶 
BDF（BDF2）算法，为解决上述矛盾提供了极具潜力

的方案。BDF2作为一种A-稳定（即在求解稳定系统

时，其数值稳定性不依赖于步长）的隐式方法，在应

用于线性常微分方程时具有优越的数值稳定性[11]，而

凝固作为典型的相变传热问题，其数学模型通常具有

强非线性与刚性特征，界面移动和潜热释放过程导致

系统呈现多尺度动力学特性[12]，对于这类具有刚性特

征的非线性问题，BDF2通常表现出比显式方法宽得多

的稳定区域[13]。这允许使用者在满足精度要求的前提

下，采用远大于显式欧拉法稳定条件所允许的时间步

长进行模拟，从而大幅减少总时间步数，提升计算速度。

本研究面向钢铸件凝固过程数值模拟需求，构建

了一种基于BDF2-AB2混合时间离散格式的多物理场耦

合求解方法。该方法可统一求解流动、传热、相变及

溶质输运等耦合过程，显著提高时间推进的稳定性，进

而提高计算效率。通过数值算例与工程实例计算，对该

方法的稳定性、计算效率及物理预测能力进行了验证。

1　数学模型

欧拉-欧拉双相模型[14]常用于模拟液-固两相体系，

基于此构造凝固过程数学模型。在大型钢铸件凝固过

程模拟中，铸件内部可视为双相体系，即液态金属相

（L）与固态金属相（s），相应的体积分数分别为 L

与 s，且满足 L+ s=1。固相率由温度场通过相图关系

与动力学弛豫模型确定；液相中考虑由热浮力与溶质

浮力驱动的自然对流，以及糊状区中的Darcy流动[15]。

对Fe-C二元相图的液/固相线作线性化处理，因此平衡

分配系数以及液相线斜率均为常数；凝固过程中的热

溶质对流采用Boussinesq近似[16]；糊状区渗透率采用

Kozeny-Carman模型[17-18]。该模型耦合求解了质量、动

量、能量与溶质守恒方程，并考虑了相变潜热释放与

溶质再分配效应。

1.1　控制方程

凝固过程所涉及的主要控制方程及其子关系式如

表1和表2所示。
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1.2　阻断机制

本研究在Fe-C合金凝固模拟中，建立了多种物理

阻断机制以确保数值稳定性并准确模拟凝固过程的物

理现象[19]。主要阻断机制包括：

（1）糊状区阻力限制。采用Darcy定律模拟糊

状区枝晶间的流动阻力，阻力系数与液相率紧密相

关：对完全凝固区域（ L<0.01）施加极大阻力系数

（1×1010），几乎完全抑制流体流动；糊状区（0.01 <

L< 0.99）采用Kozeny-Carman渗透率模型，渗透率K
随液相率变化，模拟枝晶骨架对流动的阻碍作用；纯

液相区（ L> 0.99）忽略流动阻力，允许自由对流。

（2）相变动力学速率限制。为防止非物理的快

速相变，采用弛豫时间模型控制凝固速率，即相变速

率限制为每个时间步固相率变化不超过0.5，温度变化

率限制为每时间步不超过±5 K，确保热扩散数值稳定

性。

2　基于BDF2-AB2的数值离散方法

本文重点介绍BDF2-AB2混合时间离散方法及其在

凝固多物理场耦合方程组中的实现方式。其基本思想

如下：对各控制方程中的非稳态项采用二阶后向差分

公式（BDF2）离散，对非线性对流项采用二阶Adams-
Bashforth外推（AB2）处理，对扩散项及阻力项采用隐

式处理[20]。该方法兼顾了二阶时间精度、较好的稳定

性以及低非线性求解成本，是本文数值模拟方法的核

心。在具体实现上，采用分阶段启动方案：初始时间

步使用一阶显式欧拉格式以获得稳定初始解，三步后

切换至BDF2-AB2混合格式进行计算。

2.1　BDF2时间离散

设变量 在时间层 t n-1、 t n、 t n+1上的取值分别为
n-1、 n、 n+1，则时间导数在tn+1处可用二阶后向差分

公式近似为：

             （14）

该格式具有二阶时间精度。与一阶显式欧拉格式

相比，BDF2在相同步长下能够更准确地描述温度场、

速度场及凝固界面的瞬态演化，同时具有更大的稳定

区域。

对于计算初始阶段，由于BDF2需要前两个时间

层的信息，首个时间步采用一阶格式启动，从第二步

起转入BDF2主格式。这一处理方式也与当前程序相一

致。

2.2　AB2对流项外推

控制方程中的对流项具有明显非线性。若全部采

用隐式处理，将导致每个时间步都需要求解非线性方

程组，计算过多。为此，对对流项采用AB2外推：

N n+1≈2N n-N n-1                                          （15）

式中：N为对流算子。

该方法利用前两个时间层的对流项信息构造n+1 

表2　控制方程符号说明
Tab. 2 Nomenclature of the governing equations

变量

ρ

t

u

p

μ

SD

SB

cp

T

k

SL

C

CL

DL

K

ρ0

含义

密度

时间

速度

压力

动力粘度

达西阻力源项

热溶质浮力源项

比定压热容

温度

热导率

潜热源项

混合浓度

液相浓度

液相溶质扩散系数

渗透率

参考密度

首次出现方程 

（2）

（2）

（2）

（3）

（3）

（3）

（3）

（4）

（4）

（4）

（4）

（5）

（5）

（5）

（6）

（7）

单位

kg·m-3

s

m·s-1

Pa

Pa·s

N·m-3

N·m-3

J·（kg·K）-1

K

W·（m·K）-1

W·m-3

wt%

wt%

m2·s-1

m2

kg·m-3

单位

m·s-2

K-1

K

wt%-1

wt%

J·kg-1

m2

wt%

K

K

s

首次出现方程 

（7）

（7）

（7）

（7）

（7）

（7）

（8）

（8）

（9）

（9）

（10）

（11）

（12）

（12）

（12）

（13）

含义

重力加速度

热膨胀系数

参考温度

溶质膨胀系数

参考浓度

竖直方向单位矢量

潜热

固相率

液相率

渗透率常数

固相浓度

平衡分配系数

液相线温度

固相线温度

平衡固相率

弛豫时间

变量

g

 βT

T0

βC

C0

ez

L

Φs

ΦL

K0

Cs

kp

TL

Ts

Φs
eq

τ



872 Vol.75 No.8 2026试验研究

时刻的显式近似，既保持了二阶时间精度，又避免了

非线性迭代，从而提高了整体求解效率。代码中速度

对流项和标量对流项均按这一思路处理。

2.3　控制方程离散格式

为提高时间推进的稳定性，对控制方程采用BDF2-
AB2时间离散格式。下面以动量方程为例说明离散过

程。

考虑二维空间的原始动量方程：

        （16）

式中，S包含Darcy源项和浮力项。

对时间的导数进行二阶BDF差分：

（17）

对于非线性项un+1· un+1，使用AB2阶外推：

un+1· un+1=2（un· un）-（un-1· un-1）    （18）

为简化书写，记对流项N=u· u，其前两个时间

层值Nn、Nn-1由上一时刻计算得到。最终离散方程为：

 （19）

上述格式的优点在于：一方面，通过BDF2提高了

时间离散精度；另一方面，通过对扩散项和阻力项的

隐式处理减弱了时间步长受稳定性限制的程度。

本研究的温度场与溶质场在时间推进上同样采用

BDF2-AB2的离散思路。其中，非稳态项采用BDF2离

散，对流项采用AB2外推，扩散项采用隐式处理，从而

与动量方程在时间离散思想上保持一致。

3　数值验证对比与分析

为系统评估BDF2-AB2混合格式的性能，选用经典

方腔流动作为验证算例[21]。通过与显式欧拉方法进行

对比，重点考察算法在计算精度、数值稳定性、计算

效率以及物理预测能力等方面的表现。

3.1　基准案例验证结果

选取单位正方形区域进行计算，采用结构化正交

网格进行离散。网格规模为64×64，空间步长在x和y方
向均为0.002 m。边界条件设置如下：上壁面施加恒定

切向速度驱动，其余三壁面均为无滑移边界条件，速

度为零。流体满足不可压缩条件，计算过程中不考虑

温度与溶质影响，仅求解流动控制方程，为考察求解

器在不同流动强度下的适用性，选取典型雷诺数条件

（Re=100、1 000和5 000）进行计算。图1为不同雷诺

数条件下方腔流线、速度与压力分布结果。在较低雷

诺数（Re=100）条件下，流场结构较为简单，角落区

域的次级涡旋结构不明显；随着雷诺数增加，流场逐

渐复杂，在主涡结构之外，角落区域次级涡旋结构区

域变大，表现出明显的惯性主导特征。上述流动结构

与经典文献中的基准结果一致，说明所建立的数值方

法能够稳定地模拟凝固界面的演化过程，为后续算法

稳定性分析提供了可靠基础。

3.2　时间离散稳定性分析

3.2.1　不同网格规模下的计算效率对比

针对3.1节的典型案例配置，在4个不同分辨率

的网格上进行模拟：粗网格（15×15）、中等网格

（25×25和50×50）、较细网格（100×100），时间

步长固定为0.001 s。传统显式欧拉方法与BDF2方法在

相同计算条件下的计算时间对比如表3所示。结果显

示，两种方法在不同网格尺度下的计算时间增长趋势

基本一致，均随网格细化呈近似二次增长，符合理论

预期。总体而言，BDF2方法在保持与传统显式方法相

近计算成本的同时，为后续稳定性测试中采用更大时

间步长提供了可能。

表3　不同网格规模下的计算时间对比
Tab. 3 Comparison of computation time under different 

grid scales

方法

显式欧拉

BDF2

计算时间/s 

15×15网格

2.31

2.34

50×50网格

20.64

19.73

25×25网格

5.75

5.58

100×100网格

78.96

84.77

3.2.2　不同时间步长下的稳定性对比

为评估BDF2方法的稳定性优势，固定网格为

25×25，总模拟时间为30 s，选取一系列时间步长进

行测试，并与显式欧拉方法对比。以dt=0.000 1 s的模

拟结果为基准，计算不同时间步长下固相率的相对误

差，结果如图2和表4所示。

基于计算效率与时间步长对比结果可知，在相同

的空间离散尺度或时间步长设置下，半隐式BDF2格式

的计算流程更为复杂，但其计算效率与传统显式欧拉

方法相比并无显著下降。此外，显式欧拉方法在时间

步长增大至0.000 5 s时已开始出现数值失稳现象，而半

隐式BDF2方法在时间步长达0.01 s时才发生数值失稳，

其稳定时间步长上限约为显式欧拉方法的20倍。这表

明BDF2方法能够显著扩大稳定时间步长，从而减少总

时间步数，提高计算效率。
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               （a）Re=100，速度线                                       （b）Re=100，总速度分布                                          （c）Re=100，压力分布

               （d）Re=1 000，速度线                                  （e）Re=1 000，总速度分布                                       （f）Re=1 000，压力分布

               （g）Re=5 000，速度线                                   （h）Re=5 000，总速度分布                                     （i）Re=5 000，压力分布

图1　不同雷诺数下方腔内部速度与压力分布结果

Fig. 1 Velocity and pressure distributions inside the cavity under different Reynolds numbers

图2　BDF2算法与欧拉算法的误差随时间步长的变化对比

Fig. 2 Comparison of errors of BDF2 algorithm and Euler algorithm as a function of time step
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4　工程实例计算与结果分析

为进一步验证BDF2-AB2时间离散方法在实际铸

造问题中的适用性，选取包含八角锭体和冒口的典型

铸锭结构作为计算对象进行数值模拟。该算例能够较

为全面地反映铸锭凝固过程中多区域耦合传热、相变

等关键特征。首先采用三维建模软件建立钢锭的STL格

式模型，将模型导入华铸 CAE前处理软件进行网格剖

切，网格大小为10 mm，如图3所示。

剖切完成后，软件输出SGN网格文件，导入自

主开发的三维铸造数值模拟框架求解。选取20号钢

（0.2%C）作为模拟材料，物性参数设置如表5所示，

其化学成分和力学性能符合GB/T 699—2015要求，

液相线、固相线由线性化Fe-C相图关系计算，数值上

满足20号钢在纯铁熔点附近的相变区间。密度、比热

容、热导率及粘度参数总体处于钢液模拟常用范围

内，可满足当前低碳钢凝固-流动耦合模拟需求，初始

温度设为1 810 ℃，凝固模拟的结果用tecplot输出，以x
轴中心处切面进行显示。

                                      （a）锭体、冒口、保温套和        （b）整体三维示意图               （c）华铸CAE前处理剖分结果

               铸型的三维示意图     （不包含铸型）

图3　钢铸锭三维示意图和剖分结果

Fig. 3 Three-dimensional schematic and meshing result of a steel ingot

表4　不同时间步长下的计算时间对比
Tab. 4 Comparison of computation time under different 

time steps

方法

显式欧拉

BDF2

计算时间/s 

时间步长

0.000 5 s

10.38

9.66

时间步长

0.001 s

6.32

5.95

时间步长

0.005 s

2.73

2.74

时间步长

0.002 s

3.79

3.89

时间步长

0.01 s

2.32

2.32

表5　模拟材料的物性参数
Tab. 5 Physical parameters of the simulation materials

参数

密度/（g·cm-3）

热导率/（W·m-1·K-1）

比热容/（J·kg-1·K-1）

液相线温度/K

固相线温度/K

结晶潜热/（cal·g-1）

动力粘度/（Pa·s）

平衡分配系数

液相线斜率/［K·（wt.%）-1］

热膨胀系数/K-1

20号钢

7.6

 0.122

520

1 807

1 797

60

0.006

0.36

-80.45

1.15×10-4

铸型

1 800

0.001 92

700

保温套

400

0.4

600

图4为20号钢凝固过程中固相率与速度分布模拟结

果。在凝固初期，铸件内部以自然对流为主，由于铸

锭边角区域冷却较快，形成了由壁面向中心的温度梯

度，液相在密度差驱动下向下运动，计算域内出现了

典型的“双胞流”结构[22]：受热浮力与溶质浮力耦合

作用影响[23]，液相在铸锭中心区域形成两个对称的对

流涡旋。该现象表明本模型成功捕捉了热溶质对流的

相互作用。

图5给出了凝固结束后的宏观偏析分布。可以明显

看出，铸锭顶部区域呈现正偏析（溶质富集），而底

部区域呈现负偏析（溶质贫乏）。这一分布特征可由

凝固过程中的溶质再分配与溶质输运机制解释：在凝

固初期，固相优先在冷端（铸锭底部及侧壁）形成，

溶质被排出至剩余液相；随着凝固前沿向中心推移，

富集溶质的液相在热溶质浮力驱动下向上运动，将溶

质携带至铸锭上部区域[24]。这种宏观偏析分布模式，

与经典钢铸锭凝固理论和文献的试验结果高度吻合，

如图6[25]所示，充分验证了本模型在溶质输运与相变耦

合模拟中的合理性与数值可靠性。

综上所述，本方法成功实现了钢铸锭凝固过程的

多物理场耦合模拟，计算结果在流场结构与宏观偏析

分布两方面均与理论预期相符，证明了所建立的BDF2-
AB2混合格式求解策略在实际工程问题中的有效性与应
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图5　钢铸锭最终偏析分布

Fig. 5 Final segregation distribution of the steel ingot

                                （a）2.45 t铸锭                                                                  （b）-（d）3.3 t铸锭

图6　基于文献浓度测量重构的典型宏观偏析分布

Fig. 6 Typical reconstructed macrosegregation maps according to the concentration measurements in literatures

　　　　　（a）0　　　　　　　　　　　　　　　　　（b）40 s　　　　　　　　　　　　　　　　（c）80 s

　　　　（d）120 s　　　　　　　　　　　　　　　　（e）160 s　　　　　　　　　　　　　   　　（f）200 s

图4　钢铸锭偏析量与速度变化

Fig. 4 Segregation amount and velocity profiles of the steel ingot

用价值。

5　结论

（1）提出了一种基于BDF2-AB2混合时间积分格

式的多物理场耦合求解方法，该方法单步计算成本与

传统显式方法相近，并且可保持二阶时间精度。

（2）显式欧拉方法在时间步长增至0.000 5 s时已

出现数值失稳现象，而BDF2-AB2方法在时间步长达

0.01 s时才发生数值失稳，其稳定时间步长上限为显式

欧拉方法的20倍以上。

（3）采用BDF2-AB2方法成功实现了三维铸锭凝
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固过程模拟。计算结果捕捉到热溶质浮力耦合作用下

的“双胞流”结构，并再现了铸锭底部正偏析、顶部

负偏析的典型宏观偏析分布模式。该流场结构和溶质

分布特征与经典凝固理论吻合，充分验证了本模型在

实际工程问题中的物理合理性与数值可靠性。
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